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Soit WC. n, m,) l’hypergraphe uniforme de rang k sur X,, = {1,2, . . . , n} dont les m, aretes 
sont choisies au hasard dans I’ensemble x[,’ des parties & k 6ICments de &,. On demontre que 
la condition m,/n -P 00 est nccessaire t suffisante pour que le cardinal maximum d’un couplage 
de 8’t(k, n, m,,) soit asymptotiquement presque sbrement equivalent ir n/k. 
Pour k entier don& 2 2 et n et m v$rifiant n 2 k et m s(z) naus dCfinissons 
X(k, n, m) ‘l’hypergraphe aleatoire’ uniforme de rang k SW X, = {1,2, . . . , n} 5 m 
a&es dibtinctes E,, &, . . , , E,, choisies au hasard dans I’ensemble fi:] des 
parties de X, g k Climents: %‘(k, n, m) est une variable aleatoire telle que pour 
tout hypergraphe H uniforme de rang k sur X,, & m a&es distinctes on a 
. 
Suivant la terminologie de C. IBerge [l] nous appelons couplage d’un hyper- 
graphe H toute famille d’ar&tes de H deux h deux disjointes. L’objet de cette 
note est de dBmontrer le thBor&me suivant dans lequel la notation prob.r dbigne la 
convergence n probabilit& 
Tl&~&me. Soit k un entier B 2, (ni,jnlk une wile d’entiers vdrifiant nh C @ et 
pour chaque n a k %‘(k, n, m,) ‘I’hypergraph.e aE&oire’ uniforme de rung k h n 
sornmets et r~, arites. Soit c[X(k, n, m,)] la cardinalite maximum des couplages de 
X(k, n, rn,,). Otis deux assertions suivantes sont t?quivafentes 
(I) m,ln -+ CQ quand n ---* a~, 
(II) c[X(k, n, mn)J/nPgl/k quand n -+ M. 
Considkrons l’hypergraphe alCatoire %‘(k, n, m,) 
chactne obtenie par un tiaage alkatoire uniforme dans %,k’, 
h m, a&es 
ces tirages Ctant 
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independants. Une m&me a&e pouvant btre obtenue plusieurs fois %‘(k, n, m,,) 
n’est pas necessairement un hypergraphe simple. On a cependant 
Prob[ %( k, n, m,,) simple] = 
(,)I-, lci~_1 [(~~--i]’ 
On deduit facilement de cette formule que la probabilite consideree st asymp- 
totiquement dgale a 1 pour toute variation de m,, en fonction de n verifiant 
m, = o(nw2). 11 sufht done de demontrer le thboreme n remplacant %?(k, n, m,,) 
par %k, n, mJ 
Montrons d’abord que (II) entraine (I). Soit, pour k, n et m = m,, dorm&, N le 
nombre (altatoire) d’elements de X,, qui n’appartiennent 21 aucune des a&es de 
%‘(k, n, m). On a 
k” 
EN=n 5 
[. 1 = n exp(- kmln} (1) 
et 
Ep=EN-l-n(n-1) 
en utilisant l’inegalite (n - k - l)/(n - 1) d (n - k)/n, valable pour n suffiwmment 
grand. On a 
VarN=Ep-E’NsEN. 
L’inegalitb de Tehebicheff donne 
ProNN 2 $ElVj 2 1 - 4/EN. 
Si m,Jn ne tend pas vers I’infini on 
(2) 
peut trouver K tel que rnJn C K pour une 
infinite de valeurs de n. On a pour ces valeurs de n, en vertu de (1) et de (2) 
dsnt le deuxieme membre tend vers 1, une contradiction. 
Pour montrer que (I) entraine (II) considerons une suite infinie % = 
Er,Ez,...,EA%+~,... obtenues par des tirages indhpendants dans *,k]. La 
distribution jointe des M premiers elements de cette suite cdincide done avec la 
distribution des a&es de %(k, n, m). Nous allons extraire une sous-suite d’ar&es 
disjointes en ‘criblant’ cette suite de la gauche vers la droite suivant la rCgle 
“supprimer une a&e ssi cette a&e interse&: au mains une des a&es 
precedentes non supprimees”. Soit us le nombre day&es (disjointes) conservees 
parmi les i premieres a&es de la suite %?. La probabilit6 conditionnelle pour 
uo, Ul, . . . , Ui-1 et Ui fi~b de l’evdnement ui+l= ui + 1, i.e. la probabilitk condition- 
nelle pour que $ +r n’intersecte aucune des vi a&es qui ont et6 conservees, est 
egale: du fait de l’independance des Ej, au quotient 
Coupkages d’hypengaphes ol&uoires 317 
Cette probabilite ne depend done que de Ui, i.e. le processus (zJ~)~~,, I est une . . . . 
chaine de Markov homogene dont I’espace des etats est 0, 1, . . . , [n/k]. Soit 
To = 0 et, pour 1 G j <[n/k], soit TI le temps d’atteinte de l’btat j par le processus 
(ui): 
Tj = Inf{i ; Vi = j}. 
Posant j(s) = [n(l/k - e)] il suffit de dtmontrer que I’on a, pour tout e > 0, 
l’implication 
WI,,/~ + 00 + Prob[TjccjC nt,J --* 1. 
Soit sj le temps de sejour de la chaine (v,) dans 1’6tat j. On a q =c!::b si. Les ‘p; 
&ant des temps d’arri5.t pour la chaine (Vi), la proprietd forte de Markov implique 
l’independance des Sj (qui ne sont pas identiquement distribues), et de plus, pour 
chaque j, que la loi de si coincide avec celle de l’indice du premier terme bgal 21 













On a de plus ET, =ciZi Esi, qui implique en utilisant (3) 
mj= k(kn_ 1) Wk- 11. 
L’independance des Si implique avec (4) 
jle)-1 
Var Tj(,) = c 
i=O 
nE l-2k 
var si s k(2k _ 1) 
L’inegalite de Tchebicheff donne alors 
l-2k l-k -2 
PrO~Tjf,,~~]~ l- ” 
rt& 
k(2k - 1) %-- k(k-1) I 
(3) 
(4) 
dont le membre de droite tends vers 1 lorsque n et m,,/n tendent vers l’infini, ce 
qui acheve la demonstration. 
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Remaxquons pour .xxmclure que l’enond de notre theoreme appelle 
immediatement la question suivante: quelle condition faut-il imposer B la fonction 
m, pour que X(k, n, mJ admette ‘presque stirement’ -pour les valeurs de n 
multiples de k un couplage ‘parfait’ de cardinal n’k. I1 n’est pas difficile de 
montrer que la condition 
m, 2 k-‘n(log n+@(n)) 
oii w(n) tends vers l’infini avec n est une condition necessaire et nous conjectu- 
rons que cette condition est auri suffisante. La demonstration de cette conjecture 
generaliserait au cas des hypergtaphes uniformes le rt%ultat de Erdiis et Renyi [2] 
concernant l’existence d’un couplage parfait dans un graphe aleatoire. 
[ 1 J C. Berge, GrdDhes et Hypergraphes (Dunod, Paris, 1970). 
[2] P. Erd6s and A. Rknyi, On the existence of a factor of degree one in connected random graphs, 
Actrr Math. Acad. Sci. Hung. 17, (1966) 359-379. 
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